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Examen final (1h30)
Lundi 29 mars 2021

Préambule :
Indiquez sur la copie vos NOM et PRÉNOM. La justification des réponses et un soin
particulier apporté à la présentation sont demandés et seront pris en compte lors de
la notation.

Le sujet comporte deux questions de cours et 3 exercices indépendants.

Questions de cours. 10 minutes - 4 points

1. (2 points) Énoncer, sans le démontrer, le théorème de Dirichlet Jordan.
2. (2 points) Énoncer, sans le démontrer, le théorème de Fubini.

Exercice 1. 50 minutes - 10 points
Soit f : R→ R l’application 2π-périodique définie par f (x) = x2 pour tout x ∈]−π,π].

1. ( 1 point) Faire un graphe représentant la fonction f sur l’intervalle ]−4π,4π].
2. ( 1 point) La fonction f est-elle égale à la somme de sa série de Fourier ? Justifier

la réponse.
3. ( 2 points)

(a) Montrer (en détaillant tous les calculs) que la série de Fourier de f en for-

mulation réelle s’écrit
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)n cos(nx)
n2 .

(b) En déduire, en justifiant la réponse, que
+∞

∑
n=1

(−1)n

n2 =−π2

12
.

4. ( 2 points) Soit g : R→ R l’application définie par

g(x) =
+∞

∑
n=1

(−1)n cos2(nx)
n2 .

(a) Montrer que la série de fonctions de terme général gn(x) =
(−1)n cos2(nx)

n2 est
normalement convergente sur R.

(b) En déduire que g est continue sur R.
5. ( 2 points)
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(a) Déduire de question 3. que pour tout x ∈ [−π,π] nous avons

+∞

∑
n=1

(−1)n cos(nx)
n2 =

x2

4
− π2

12
.

(b) En se servant de la formule trigonométrique cos2(θ) =
1+ cos(2θ)

2
donner

une expression de g(x) en fonction de cos(2nx). pour tout x ∈ [−π,π].
(c) (BONUS) (2 points) Trouver alors une expression simple de g(x) pour tout

x ∈ [−π/2,π/2] en fonction de x2 et π2, puis pour tout x dans [0,π] en fonction
de (x−π)2 et π2.

Exercice 2. 15 minutes - 3 points
1. Énoncer, sans le démontrer le théorème de Fubini.
2. En le justifiant, calculer de deux façons l’intégrale suivante :∫∫

D
(x+ y)dA où le domaine D est borné par y =

√
x et y = x2.

3. Dessiner le domaine d’intégration de la question précédente.

Exercice 3. 15 minutes - 3 points
Calculer le rayon de convergence de la série entière de terme général

1−an

n
xn, où x ∈ R, n ∈ N∗ et a ∈ R. Discuter suivant les valeurs de a.
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Séries de Fourier

De façon analogue à ce qui se passe quand on développe une fonction en série entière, étant don-
née une fonction f 2π-périodique dont les coefficients de Fourier sont définis, deux questions se
posent :

1. La série de Fourier de f converge-t-elle ?

2. Si oui, converge-t-elle vers f ?

Malheureusement, comme pour les séries entières, la réponse peut être non à chacune de ces ques-
tions.
Il existe toute une théorie décrivant la convergence de la série de Fourier sous diverses hypothèses
sur f . Parmis cette théorie, on retiendra pour ce cours le résultat suivant :

Soit f une fonction 2π-périodique continue sur [−π, π] sauf éventuellement en un
nombre fini de points. On suppose qu’en ces points de discontinuité, f admet une limite
à droite et une limite à gauche finies. Enfin, on suppose que f admet en tout point de
[−π, π] une dérivée à droite et une dérivée à gauche (finies). Alors pour tout x ∈ R, la

série de Fourier de f est convergente en x et a pour somme
1

2

(
lim
y→x+

f(y) + lim
y→x−

f(y)

)
.

En particulier, en tout point x où f est continue, la somme de sa série de Fourier est
f(x).

Théorème 1 (DIRICHLET JORDAN)

Il est pratique de réinterpréter la théorie des séries de Fourier en utilisant les notions d’espace
vectoriel et de produit scalaire. On peut alors retenir certains aspects des séries de Fourier en
gardant en tête l’analogie avec l’espace vectoriel simple qu’est R2, qui est muni du produit sca-
laire ~x.~y = x1y1 + x2y2. Cette analogie s’écrit de façon plus naturelle quand on utilise l’écriture
complexe des séries de Fourier.
L’espace qui, pour les séries de Fourier, joue le rôle de l’espace vectoriel R2 est l’ensemble de
fonctions
F = {f : R→ C, 2π-periodiques et dont le carré est intégrable sur [−π, π]}.
On peut définir un produit sur F (une fonction F × F → C) qui jouera le rôle du produit scalaire
de R2 :

Pour f, g ∈ F , on appelle produit scalaire de f et g, et on note (f, g) le nombre com-

plexe (f, g) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)ḡ(x)dx où ḡ(x) désigne le nombre complexe conjugué de

g(x).

Définition 4 (PRODUIT SCALAIRE)
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9.2 Intervalle d’intégration J non borné INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

On suppose que f : [α, β]× [a, b]→ R est continue (où [α, β] et [a, b] sont des segments
fermés bornés de R), alors les fonctions

ϕ : [α, β] → R

x 7→
∫ b

a

f(x, t)dt,

et φ : [a, b] → R

t 7→
∫ β

α

f(x, t)dx,

sont continues, et l’on a∫ b

a

(∫ β

α

f(x, t)dx

)
dt =

∫ β

α

(∫ b

a

f(x, t)dt

)
dx.

Théorème 4 (INTEGRATION : FUBINI)

9.2 Intervalle d’intégration J non borné
Dans cette section, on ne suppose plus un intervalle d’intégration [a, b] mais un intervalle du type
[a,+∞[, le cas ]−∞, a] se fait de façon analogue. Nous allons considérer ici une application

f : I × [a,+∞[ → R
(x, t) 7→ f(x, t),

où a ∈ R.
Comme nous l’avon dans l’introduction de ce chapitre, la continuité seule de f ne sera pas suffi-
sante pour obtenir des résultats similaires à la section précédente. Nous devrons avoir des hypo-
thèses supplémentaires qu’il ne faudra pas oublier de montrer, sinon nous ne pourrons pas conclure.

9.2.1 Rappel

Avant toute chose, il faut tout d’abord s’assurer que pour tout x ∈ I l’intégrale
∫ +∞

a

f(x, t)dt

converge.
On rappelle la définition du chapitre 3. adapté à notre fonction f .

Soient a ∈ R et f : I × [a,+∞[→ R intégrable sur tout intervalle borné I × [a, b] inclus

dans I×[a,+∞[. Si lim
k→+∞

∫ k

a

f(x, t)dt existe et est finie, on dit que l’intégrale impropre∫ +∞

a

f(x, t)dt converge, et on note
∫ +∞

a

f(x, t)dt = lim
k→+∞

∫ k

a

f(x, t)dt. Sinon, on dit

que l’intégrale impropre diverge.

Définition 1 (INTEGRALE IMPROPRE)
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