Université Claude Bernard Lyon 1 Mathématiques Post-Paces
Semestre de printemps 2020-2021

Examen final (1h30)
Lundi 29 mars 2021

Préambule : )

Indiquez sur la copie vos NOM et PRENOM. La justification des réponses et un soin
particulier apporté a la présentation sont demandés et seront pris en compte lors de
la notation.

Le sujet comporte deux questions de cours et 3 exercices indépendants.

Questions de cours. 10 minutes - 4 points

1. (2 points) Enoncer, sans le démontrer, le théoréme de Dirichlet Jordan.
2. (2 points) Enoncer, sans le démontrer, le théoréme de Fubini.

Exercice 1. 50 minutes - 10 points
Soit f : R — R I'application 27-périodique définie par f(x) = x> pour tout x €] — 7, 7.

1. (1 point) Faire un graphe représentant la fonction f sur I'intervalle | — 47, 4x].

2. (1 point) La fonction f est-elle égale a la somme de sa série de Fourier ? Justifier
la réponse.

3. (2 points)

(a) Montrer (en détaillant tous les calculs) que la série de Fourier de f en for-

mulation réelle s’écrlt +4 Z "cos nx) )

(_1)11 _ 7[2

(b) En déduire, en justifiant la réponse, que Z
n—=
4. ( 2 points) Soit g : R — R l'application définie par

=L

cosz( )

(—1)"cos?(nx)

n2

(a) Montrer que la série de fonctions de terme général g,(x) = est
normalement convergente sur R.
(b) En déduire que g est continue sur R.

5. ( 2 points)
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(a) Déduire de question 3. que pour tout x € [—x, 7] nous avons

J“Z cos(nx) ol
= 412
1 20
(b) En se servant de la formule trigonométrique cos?(8) = 1+c0s(26) donner

une expression de g(x) en fonction de cos(2nx). pour tout x € [—x, 7.
(c) (BONUS) (2 points) Trouver alors une expression simple de g(x) pour tout
x € [-m/2,7/2] en fonction de x* et 7%, puis pour tout x dans [0, 7] en fonction
de (x— )2 et 7.
Exercice 2. 15 minutes - 3 points
1. Enoncer, sans le démontrer le théoreme de Fubini.

2. En le justifiant, calculer de deux facons l'intégrale suivante :
// (x4 y)dA ot le domaine D est borné par y = \/x et y = x.
D

3. Dessiner le domaine d’intégration de la question précédente.
Exercice 3. 15 minutes - 3 points

Calculer le rayon de convergence de la série entiere de terme général

1—-a"
n

X', oux€R, neN*etaeR. Discuter suivant les valeurs de a.




,{Théoréme 1 (DIRICHLET JORDAN)}

Soit f une fonction 27-périodique continue sur [—m, 7| sauf éventuellement en un
nombre fini de points. On suppose qu’en ces points de discontinuité, f admet une limite
a droite et une limite a gauche finies. Enfin, on suppose que f admet en tout point de
[—7, 7] une dérivée a droite et une dérivée a gauche (finies). Alors pour tout = € R, la

1
série de Fourier de f est convergente en x et a pour somme 3 ( lim+ fly) + lim f (y)) :
y*)CE yﬁw_

En particulier, en tout point = ou f est continue, la somme de sa série de Fourier est

f().
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,—[Théoréme 4 (INTEGRATION : FUBINI)}

On suppose que f : [«, 5] X [a,b] — R est continue (o [, 3] et [a, b] sont des segments
fermés bornés de R), alors les fonctions

v: [@,8] - R et ¢: [a,b)] — R
b B
75 — / f(z, t)dt, t — / f(z,t)dz,

sont continues, et I’on a

/ab (/ff(a;t)dx) dtz/j </abf(x,t)dt) do.
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